Falsche Ansatze? — Geschicktes Probieren!
von Lutz Fuhrer, Frankfurt am Mdin

Gleichungen sind zum Ausrechnen da. Wer nicht weiB,das geht, der probiert zu raten. Und
wenn die Gleichung etwas komplizierter ist, danobjert er halt mehrmals. Kluge Leute werfen
die misslungenen Versuche nicht einfach fort. Sigenen sie tUbersichtlich und versuchen Schlis-
se daraus zu ziehen: Auf welcher Seite lohnt digé&ksiche eher? Muss es zwischen den Werten
einen richtigen geben? Kdnnte es sein, dass esrmeaalistisch-negative Losungen gibt, oder viel-
leicht gar keine?

Intelligentes Probieren ist eine hdchst leistungigi& und eine durchaus mathematische Vorge-
hensweise. Sie ist sehr alt und ewig jung. Im Allteenden wir sie wie selbstverstandlich an,
wenn wir zu faul sind, eine oder mehrere Gleichunigit Buchstaben aufzuschreiben. Im Mathe-
matikunterricht sollten wir sie anwenden, wenn Aiggabe zu schwer ist. Und in der Wissen-
schaft ist das geschickte Probieren unter dem Naiaherungsmethoden” gang und gabe, denn
recht oft gibt es gar keine exakten Methoden, eielit gibt es sie, aber sie sind zu langsam oder
zu fehleranféllig. Die Strategie ist dabei immeegdilbe: Rechne mit Probewerten, und versuche
den Fehler zu korrigieren oder ihn wenigstens uktrolle zu bringen! Beim Probieren wirst du
die Aufgabe naher kennen lernen, und bei der Hedrlezktur die Zusammenhange. Dem Anwen-
der bringt das oft viel mehr als irgendeine virei®echnerei nach Schema eff.

Wann ist eine Aufgabe zu schwer? Das hangt naliviin dem ab, was man weil3 und was man
kann. Wenn man eine allgemeine Strategie verstahdrerlernen will, ist es sicher besser, man
schaut sich erst einige ,leichte” Beispiele andémen gute Rechner sie anwandten, weil sie weni-
ger konnten und wussten als wir, die wir uns anédange Geschichte stlitzen kénnen. Uns inter-
essiert ja die Methode, deshalb sollten wir mit Aeifgaben selbst erst einmal keine Probleme ha-
ben. Ist die Strategie danach halbwegs klar, dainth man sich gern an Beispielen von Kénnern
Uberzeugen, dass sie auch fiur ,schwerere* Aufgahegt. Und schliel3lich stellt sich die Frage,
ob eine so gute Methode nicht auch irgendwie inhdietige Mathematik eingeflossen ist. Nach
einem Wort von Leibniz sind ja die méchtigen Rechatinen der Algebra und der Analysis
nichts anderes als aus Beispielen entwickelte Dettkmalen, die man halbautomatisiert hat, um
das Nachdenken Uber Komplizierteres zu entlasteam Wersteht sie allemal besser, wenn man
sich vorstellen kann, woher sie kommen.

Der einfache ,falsche Ansatz®

1

Ich denke mir eine Zahl und ihr Siebentel dazu.rlaabe ich 19. Wie heil3t die gedachte Zahl?
Gute Bruchrechner kénnen so etwas im Kopf: Wenn Sabentel des Gedachten gleich 19 sind,
dann ist ein Siebentel davon glei%@, und das urspringlich gedachte Ganze gleiﬁ%—bbzw.
gleich %3 Nun sind gute Bruchrechner selten, haufigerttnifhn den normalen Buchstabenrech-
ner. x + % X =19, d.h. % X =19 bzw x = %D19 . Pfiffiger war ein Rechner um 2000

v.Chr., von dem der Schreiber-Lehrling Ahmes (Acdm&’h-mose) dreihundert Jahre spater fol-
gendes abschreiben konnte:

! Vollstandige Fassung des in ,Math. Lehren®, H&ft (1998), S. 50-54, gekiirzt erschienenen Aufsatzes

.Geschicktes Probieren — Eine entdeckende Wiedenigoghm Beginn der Oberstufe”.



Aufgabe 24 aus dem Papyrus Rhind (1650 v.Chr.):

Ein Haufen und sein Siebentel zusammen genommebengl9.

/1 7
|+ 1
1 8
/2 16
3 4
5 2
/3 1

Zitiert nach Pichot, S. 182

Wer sieht die Idee? Leider hatten schon damals hea8chiler (und Lehrer) die hassliche Ange-
wohnheit, nur die Rechnung aufzuschreiben, undekkinStichworte zur Erlauterung. Alles wére
ganz einfach, wenn folgendes dabei stlinde:

vor der 1. Rechenzeile: ,Nehmen wir einmal am,Higufen bestiinde aus 7 Teilen.”
nach der 2. Rechenzeile: ,Zusammen hatten win @mnd nicht 19 Teile.”

vor der 3. Rechenzeile: ,Wie oft steckt die 8dier 19?7 Wir probieren es mit Auffillen und
zahlen die angestrichenen Teilergebnisse zusamtinen..

Die eigentliche Korrekturidee verbirgt sich dannthr einer etwas umstandlichen Zahlenrechne-
rei, die wir hier nicht mehr wiedergegeben habshsie nicht schon zu raten? Sie lautet: So oft
wie die 8 in der 19 steckt, so oft muss man diatgeie 7 aufblasen, um die gesuchte HaufengroRRe

zu bekommen, d.hlg9 7.
Man sieht von der dritten Rechenzeile an sehr schinman sich beim Dividieren von 19 durch 8

mit fortgesetzten Verdopplungen bzw. Halbierungeli, lum herauszubekommen, dass die 8 ins-

gesamt2 % mal in der 19 steckt (so dividieren Computer heuteh wieder, weil Verdopplungen

im Dualsystem ganz leicht sind). Aber am Schluds dlkes nichts, beiZ% mal 7 brauchten die
Agypter dann doch die Bruchrechnung.

2

Warum nahm Ahmes’ Lehrer eine Sieben als Test£&im®@ 14 oder eine 21 waren noch besser
gewesen, eine 1 oder 10 schlechter. Warum?)

3

Welche Testzahlen bieten sich in den folgendenaBafgan (Papyrus Rhind Nr. 25-27 und 31-34,
zitiert nach Robins/Shute, S. 37f.)? Kannst daarait im Kopf I6sen?



x+7x=16, x+711x=15, x+%x=21,
x+%x+%x+%x:33, x+%x+%x:2,
x+%x+%x+%x—37, x+%x+£11x—10

4

Ein altbabylonischeKeilschrifttext, der etwa zur gleichen Zeit wie AwnVorlage aufgeschrie-
ben wurde, lautet in heutiger Ubersetzung (etwasrfach Pichot, S. 74):

»Ich habe einen Stein gefunden, aber ich habe ilolhtngewogen; dann habe ich ein Siebentel
hinzugefiigt und vom neuen Klumpen noch ein Eléelhabe alles zusammen gewogen: eine Mi-
ne. Welches war das urspriingliche Gewicht des &eifper Text endet — ohne Rechnung — mit

der lapidaren Feststellung: ,Das Gewicht des Steives 2/3 Minen 8 Schekel un@®23 Korn.*

Zur Kontrolle muss man wissen, dass 60 Scheket &livee entsprachen, und 180 Korn einem
Schekel.)

Auch die Babylonier kannten die ,Methode des fatscAnsatzes". Vielleicht wurde das Steinge-
wicht so berechnet. Hat der Autor vor viertausealrén richtig gerechnet?

5

Auf einer Keilschrifttafel aus altbabylonischer

Zeit wird nach einem rechtwinkligen Dreieck ge-

fragt, bei dem die Hypotenug® Ellen lang ist b
und die eine Kathete % der anderen misst. Der

Rechner beginnt mit der (falschen) Annahme, die

groRRere Kathete sei 60 Ellen lang, und berechnet

daraus die andere Kathete und die Hypotenuse.

(Nach Vogel 1961, S. 93) Wie kam er wohl von 40
dort zur Losung?

INRY
O

6

Um 500 n.Chr. hat Metrodorus eine ,griechische Aitigie* alter Textaufgaben zusammenge-

stellt. Eine verkleidete die Gleichung- (% + % + 1—12 + % + %) Ox = 44. Als Testzahl fir den

sfalschen Ansatz" wird84 vorgeschlagen (nach Vogel 1961, S. 91). Warum wishlhst du die
Aufgabe damit im Kopf rechnen?

7

Wie findet man das gro3te Quadrat mit Ecken audrain
gegebenen Dreieck? Der Trick ist, erst ein kleiQes-

drat einzuzeichnen, es dann mit einem ahnlichen-Dre
eck einzurahmen und das verkleinerte Bild schigdili
auf die rechte GroRRe zu bringen. Die Methode dés fa
schen Ansatzes funktioniert auch in der Geometrie —
wenn man ,ahnliche" Verhaltnisse besser beherrscht.
Inwiefern kann man in den voran stehenden Aufgaben
von ,ahnlichen Verhaltnissen sprechen?




8
Aus Filippo Calandri’s ,Trattato di arithmetica* Sena tre lm‘”;"”\ s
von 1491: ,Es sind3 Manner in einem Gefangnis e epenaly i
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die ausbrechen wollen; der erste sagt, dass & i
Stunden das Geféangnis aufbrechen werde,

zweite sagt, dass er es 12 Stunden aufbrechel
werde, und der dritte sagt, dass er esl&Stun-

den aufbrechen werde. Die Frage ist, wenn 8ll«
zusammenarbeiten, in welcher Zeit sie dann g*
Gefangnis aufbrechen werden.* (Zitiert nac §,
Tropfke 1980, S. 519) o

Hinweis: Uberlege, wie viele Gefangnisse von
len dreien erbrochen werden, wenn sie x Stun
unermudlich arbeiten, wobei:x kgV (6, 12, 18).
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Doppelt genaht, hélt besser

In den bisherigen Aufgaben funktionierte jedes Bl ,einfache falsche Ansatz“: Man nehgie
ne bequeme Testzahl und errechne aus dem Ergebueisfelittels Dreisatz die richtige Losung.
Ein Test ist freilich arg wenig, ,ein Test ist kein Tegwenn man die proportionale Natur des
Problems nicht durchschaut), wie die folgende Abégaeigt:

Aufgabe VII.9 aus ,Neun Bucher arithmetischer Techn  ik* (ca. 1. Jh. v.Chr.)

Jetzt hat man: (Gereinigtes) Getreide ist vorharideginem Fal3 von 10 Tou; man kenrlt
seine Menge nicht. Man fillt es vollstandig auf @iundhirse und reinigt alles. Man erhal
7 Tou geschalte Hirse. Wie viel Getreide (war am)Anfang? Die Antwort sagt: 2 Tou 5
Sheng (=Zehntel-Tou).

Die Regel lautet: Mit der Regel Uberschuss-FehttieBuche es! Angenommen, es sollgn
zuerst 2 Tou (sein, dann ist) der Fehlbetrag 2 &h@mgenommen) es sollen 3 Tou (sein
dann) hat man einen Uberschuss (von) 2 Sheng.

Etwas frei zitiert Vogel 1968, S. 74

Die Regel ,Uberschuss-Fehlbetrag* wird in dem bertén chinesischen Rechenbuch erst nach
einigen weiteren Aufgaben gegeben. Da der entspnelghText sich etwas umstéandlich liest, wol-
len wir uns diese Regel selbst aufgrund des Textesmmenreimen:

Zunachst muss man sich vorstellen, was gemaf dgabe geschehen soll. Offenbar fehlt ein be-
sonderes Gefald zur Reinigung der Grundhirse, uandentichte von den Spelzblattern zu trennen.
Sie wird deshalb einfach dem schon fertigen Getrégigemengt, und alles zusammen wird noch
einmal gereinigt. Die Grundhirse warf dabei, wienntien mitgeteilten Ergebnissen und anderen
Aufgaben entnehmen kann, 60% reines Getreide ab.kidonen wir, wie im Text vorgeschlagen,



schatzen: Waren im Fass zuerst 2 Tou, dann wird® mou Grundhirse aufgefillt, von denen

nach der Reinigung 4,8 Tou Ubrig blieben. Zusamhite man also 6,8 Tou gereinigtes Getreide,
d.h. 0,2 Tou = 2 Sheng zu wenig. Der Schwund wlraszu grol3, es muss schon mehr gereinig-
tes Getreide da gewesen sein. Nach der ,Methodeidéschen falschen Ansatzes" bekame man

fur den Anfangsinhal’{(% 02 Tou = 2,06 Tou, der mit etwa 7,94 Tou aufzufiillen ware chiien

wir ausnahmsweise die Probe: Von der Nachfillung@nundhirse blieben nach der Reinigung
nur rund 4,76 Tou, so dass zusammen nicht 7 ToeseGetreide, sondern nur 6,82 Tou heraus-
kamen.

Im chinesischen Text wird empfohlen, es auch noitt8riiou Startvorrat zu probieren. In der Tat:
Es ware mit 7 Tou aufzufillen, wovon 4,2 Tou blieb2usammen kédmen also 7,2 Tou reines Ge-
treide heraus, das sind 0,2 Tou = 2 Sheng zuvid$e-gerade soviel mehr als der Startvorrat 2 zu
wenig geliefert hatte. Was liegt naher, als dertéMitert 2,5 Tou flr den Startvorrat auszuprobie-
ren! Diesmal ware mit 7,5 Tou aufzufillen, wovob Zou blieben, so dass insgesamt 7 Tou im
Fass waren, wie es anfangs gesagt war.

9

Lose die Aufgabe mithilfe der Buchstabenrechnuraguwi versagt hier der ,einfache falsche An-
satz", und warum hat er bei den zuvor genannterg&gn funktioniert?

Wie mag nun die ,Regel fir den doppelten falscheisaiz" lauten? Etwa so: Probiere es sicher-
heitshalber mit zwei Startwerten. Liefert der e@ire zu grofRes, der andere ein zu kleines Ergebnis,
dann probiere es noch einmal mit dem Mittelwert des Startwerten. Das kann man naturlich
wiederholen, wenn das Ergebnis noch nicht genaugygetroffen wird: Ersetze nur den Startwert,
der ein falsches Ergebnis auf derselben Seite wiidviittelwert hat, durch den Mittelwert... Das
so entstehende Verfahren heil3t heute ,Methode rderviallhalbierung®. Es funktioniert zwar in
den meisten Fallen, ist aber oft recht langsamdadr eher fiir theoretische Uberlegungen gut als
fur praktische Rechner. Tats&chlich ist die klasss,Regel des falschen Ansatzes” ein klein we-
nig raffinierter. Auf die entscheidende Idee wirdnran der nachsten Aufgabe leicht kommen:



Aufgabe VII.12 aus ,Neun Bicher arithmetischer Tech nik"

Jetzt hat man eine Wand, 5 Ful3 dick.
Zwei Ratten graben sich gegeneinander (durch died\Mdabei macht) die grof3e Ratte ar
(ersten) Tag 1 Ful3; die kleine Ratte (macht) elbsrdian ersten Tag 1 Ful3. Die grof3e Ratte
(macht jetzt an jedem) Tag das Doppelte, die ki&tae (an jedem) Tag die Halfte (def
Leistung vom Vortag). Frage: An wie viel Tagen feefsie sich, (und) wie viel hat jede ge}

>

graben? Die Antwort sagt: Es sir?dl% Tage...

Die Regel lautet: Angenommen es sollen 2 Tage (slainn hat man einen) Fehlbetrag (vor
5 Zoll; (angenommen) es sollen 3 Tage (sein, daahjnan einen Uberschuss (von) 3 FuR|7
Zoll (und) einen halben...

~—

Zitiert nach Vogel 1968, S. 75

Offensichtlich ist der Fehler bei drei Tagen selt groer als der bei zwei Tagen (jeder Ful’ hatte
10 Zoll). Der richtige Zeitraum wird also nicht dier Mitte liegen, sondern viel néher bei 2 als bei
3 Tagen. Kann man raten wo? Rechnen wir einmal:nach

Versuch mit 2 Tagerx{= 2): Versuch mit 3 Tagenx{ = 3).
Weg der groRen Ratte: 3 Ful3, Weg der groRerRaguld
Weg der kleinen Ratte: 1,5 Ful3, Weg der kleinatteR 1,75 Fuld
zusammen: 4,5 Ful3, zusammen: 8,75 Ful}
Fehleg: —0,5 FulR Fehler+3,75 Fuld

Bei zwei Tagen fehlen noch 2 Viertelfii3e, und beii dagen sind es 15 ViertelfiRe zuviel. Der
dritte Tag sollte folglich — so bestimmt es jeddisfdie chinesische Losung — im Verhéltnis 2:15
geteilt werden, d.h. in 17 Teile. Wahrend der er&teiden arbeiten sich die Ratten aufeinander zu,



danach entfernen sie sich wieddber ,richtige* Zeitraum ergebe sich, wenn manum zwei
Siebzehntel-Tage verlangere.

10

Die folgende Aufgabe stammt aus einer altbabyltwiscTafel (AO 6770, Aufg. 2; um 1700 v.
Chr.): ,In wie viel Jahren verdoppelt sich ein K&l von1 gur?” (Zitiert nach Tropfke 1980, S.
372). Gerechnet wird jahrweise n#0% Zinseszins. Das gibt nachJahrenl1,728gur, nach4

Jahren aber scho,074gur. Der babylonische Text gibt eine Lésung an, a3 Jahre und

9+ % + 3é%0 Monate hinauslauft. Stimmt das? (Naheres zur laligthen Zinsrechnung in

Tropfke 1980, S. 535 f. — Man beachte, dass auchiriseBruchteile von Jahren mit einfachem
Zins berechnet werden!)

Achtung: Auch "unterjahriger Zins" wird inzwischen exponentiell behandelt!

Wir wollen die Lésung mit unseren modernen Mittéieichnung, Buchstabenrechnung, Funkti-
onsbegriff) nachvollziehen, weil sie das gesuchiezip sehr schon klart:

Mit f (X) sei der Kapitalstand nachJahren
bezeichnet. Fir ganzzahligegilt dannf (x)

= 1,2, und in den Zwischenzeiten verlatifi
(X) linear. Als erste Schatzung fur die g

suchte Zeitx, nehmen wirx; = 3 , und als /
zweite Schatzung, = 4. Gesucht ist die 2'(2)74: ————————————
Korrekturk mit x, = x; + k. Wegen der Ahn-

lichkeit der beiden Steigungsdreiecke L7

man allgemein /
1

Kapital

T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

v

(1) k _ X, = X%

f(%) = (%) f(xx) = f(x)
und mit den gegebenen Zahlen der Aufga § Jahre
(2) K _ 4-3 1 2 x1=3 Xp=4 5

2-12°  12% - 128
d.h. k = 0,7870..., in Monaten: k2= 935 = 9+ & + 52%. Der babylonische Rechner hatte
demnach Recht.

Die Formel (1) lohnt noch eine genauere Betrachtung

Der erste Nenner ist bis auf das Vorzeichen deae éggebnisfehleFehler :=f (x;) - f (X,) , und

der Bruch auf der rechten Seite ist der KehrwertSishnensteigung zwischen den Probierpunkten.
Damit laf3t sich die allgemeine ,Regula falsi“, ddie ,Methode des falschen Ansatzes" so formu-
lieren:

2 Ob diese L6ésung ganz korrekt ist, I&Rt sich scleméscheiden, weil nur gesagt wird, wie viel dittBn

in vollen Tagen schaffen: Fir die grol3e Ratte siachachn Tagen 2"~ 1 FuR, und fur die kleine
2 - zl—n’ so dass nack Tagen zusammen eine Wegstrecke viofx): = 2X 41— 217X Fug ge-

schafft sein mag. Es ist abér2 %) = 4,88 und nicht gleich 5. Die richtige Lésung lage damischen

2,15 und 2,16 Tagen, und nicht lieil% = 2,12. Den Ratten wird das egal gewesen sein.


a
Maschinengeschriebenen Text
Achtung: Auch "unterjähriger Zins" wird inzwischen exponentiell behandelt!


Der doppelte falsc

Liefern die Testwert&; undx, falsche

nunx, in der folgenden Weise:

fehler Fehlenr :=f (x;) - f (X,) und dieSehnensteigung=

he Ansatz (,Regula falsi®):

Ergebnisse, dann berechne man den ergiebriis-
fOe) — (%)
X

X

. Korrigiert man

%= x),

Xoeu = X 7

zung an.

|Fehleg|

Fehleg  _ _  f(x)=f(x)
—— =Xt
Sehnensteigung (F k= (f.x

dann gibt x.e, in der Regel das richtige Ergebmisoder wenigstens eine verbesserte Schat-
Liegen die falschen Ergebnisga verschiedenen Seitees richtigen, dann kann man ein

fach mit den Fehléetragenund deren Summe arbeiten. Ein guter Kandidat &irrichtige
Ergebnis ist dann das (Uber Kreggwichtete Mittel

| Fehley

Fehlersumme Fehlersumm

11

Beweise die Regel vom uUber Kreuz gewichteten Mittel

12

Eine typische Aufgabe aus dem entsp

re-
chenden Kapitel in Ries’ Rechenbugh IM berihmtesten Rechenbuch von Adam Ries alus

schauer, S. 93):

.Drei Gesellen wollen ein Haus f(200
Gulden kaufen. Der erste gibt dreim
mehr als der zweite und der zweite vie
mal mehr als der dritte. Die Frage: Wi
viel soll jeder bezahlen? Setze an,
dritte gebe10 Gulden... Zahle zusam
men, es werdeh70Gulden. Das sin@0

Zu wenig. Setze deshalb fir den dritten

15 Gulden an und Uberprife es..."

Wirdt gefagt von 3weven faliden jablen.. Sagen fie
oer warbeit su viel, o bezeidne fie mit dem Seichen +
ol Plus, wo aber 3u wenig, fo beidreid fie mit dem Sei-
br- en - minug genannt ... Leugt aber ein falide Sabl
L 51 viel, und die ander 3u wenig, fo addir Fujamen die
er 3wo liigen, was da fompt, ift dein theiler. Darnad
multiplici im Creut;, addir sujamen und theil ab, jo
gefchidt die aufflofung Oer frag ...

Zitiert nach Vogel 1961, S. 92

13

Berechne die Quadrat- und die Kubikwurzel 4@smit der Methode des doppelten falschen An-

satzes naherungsweise, indem du bei
die Quadratwurzel ergibt sich zufallig
TU)

de Mal vongaveizahligen Schatzwerten ausgehst. (Fur
ein berihmt&ert, namlich der Archimedische Wert fir



AbschlieRende Bemerkungen und Zusatze

Die Herleitung der Regel vom doppelten falschenatnstitzt
sich wesentlich auf den geradlinigen Verlauf deskiionsgra-|  yyy peifit nit darumbd falfi
phen zwischen den beiden Probierpunkten. Nur isedeFall | oaf fie falidy oder unvecht
garantiert der neue Schatzweyd, schon die exakte Losung. Die wepr, junder daf fie aus
Regula falsi stellt lediglich eine Formel fir direare Interpo- | = zyepen  falipen und un-
lation und Extrapolation dar. Daraus erklart sicicta dass si@  yapepajtigen  zalen,  und
bei nichtlinearen Problemen, wie etwa beim Rattebiem oder|  zepen (iigen die wabrbaftige
bei den Wurzelberechnungen oben, i. Allg. nur veseete N&-|  yyp pegebrte 3al finden lernt.
herungswerte liefert. Das wurde schon im Mittetak&&r er- ,
kannt. Qusta ibn Luga schrieb um 900 n. Chr.: &ddies das| (zit. n. Smith IT'SAFZ‘ZE)
umfassende Kapitel, mit dessen Hilfe alle Aufgaltem Re- T
chenkunst, in denen keine Wurzeln vorkommen, gel@sten
kdnnen.” (Tropfke 1980, S. 373)

Dass man das Verfahren trotzdem gewinnbringend ag@rekann, wenn man es notfalls iteriert,
hat wohl zuerst Cardano im 30. Kapitel seiner ,Aagna“ von 1545 bemerkt. Dort wendet er es
auf Gleichungen dritten und vierten Grades an.dbien vorgefuhrte Herleitung der Regula falsi
geht absichtlich wie Cardano asymmetrisch vor, iméne Korrektuk zum ersten Schatzwext
beschafft wird. In dieser Form als ,Sekantenmethastedie Regula falsi numerisch stabiler als
die ,Regel Uber Kreuz“, und es liegen so auch weitédherungsverfahren ganz nahe, etwa das
Newtonsche (1669, unveroff.; erste Veroff. von Rapt), bei dem die Sekantensteigung lediglich
durch die Tangentensteigung ersetzt ist, das vdieHEL694) und das von Steffensen (vgl. etwa
Ledermann), aber auch das folgende, das die Sefitiess zur Methode der Maxima und Minima
von Fermat und damit den algebraischen Zugang i#terBntialrechnung liefert:

L. Euler: Von der Auflésung der Gleichungen durch N aherung
aus: ,Vollstandige Anleitung zur Algebra“ (1767/78gap. 16, Nr. 223f.

Wenn die Wurzeln (=L6sungen) einer Gleichung niettional sind, sie mégen nun durch
Wurzelzeichen ausgedriickt werden kénnen oder aiatl, nvie es etwa bei den Gleichun
gen hoheren Grades der Fall ist, so muss man aitit éegntigen, ihren Wert durch Néahe
rungen derart zu bestimmen, dass man ihrem wahexhidmer naher kommt, bis der Feht
ler endlich fur nichts zu achten ist. Es sind zesdm Zwecke verschiedene Methoden 4r-
funden worden, deren wichtigste wir hier erklaresilan.

Die erste Methode beruht auf der Voraussetzungs dam den Wert einer Wurzel schom
ziemlich genau erforscht hat, also z.B. schon wa#$s er gréRer als 4 und doch kleiner als
5 ist. Dann setzt man den Wert der Wurzel gleicp, 44orin dannp gewiss einen (echten)
Bruch bedeuten wird; ist abprein (echter) Bruch, also kleiner als 1, so ist Qaadrat, der
Kubus und jede hohere Potenz yonoch weit kleiner; daher kann man diese aus deh-Ref
nung weglassen, weil es doch nur auf eine Naheankgmmt. Haiman nun weiter diesen
Bruch p nur angenéhert bestimmt, so kennt man die Wurzplsétion genauer. Hieraus er
forscht man in gleicher Art einen noch genaueremt\Wed geht so weiter fort, bis man dem
wahren Wert so nahe gekommen ist als man winscht.

Auch ohne diese Ansétze hier weiter auszufiihrdhe steutlich geworden sein, dass die Beschéaf-
tigung mit ,falschen Anséatzen” nicht nur lohnt, Weie seit alters her der alltdglichen Gewohnheit
informellen Rechnens entsprechen, sondern auch sweedie Macht der Algebra zeigen und die
gedanklichen Ansétze der Differentialrechnung veelten. So ist es wohl kein Zufall, dass die
Zeichen + und — erstmals im Rechenbuch von Johanhesann 1489 gedruckt erschienen, und
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zwar als Vorzeichen der beiden Fehler im doppdhésthen Ansatz. Der geschickte Umgang mit
dieser Technik gehorte seit dem arabischen Miterlaind seit Fibonacci zu den Standardthemen
in den Bichern der Rechenmeister und hat sich@yesireur Gewdhnung an negative Vorzeichen
beigetragen.

Bei unser tour d’horizon durch einschlagige histohne Rechenaufgaben aus aller Welt zeigte sich
deutlich, wo und wie die Grenzen umgangssprachiewaltigbarer Rechnereien am Rande des
burgerlichen Rechnens erreicht wurden. Die typischefgaben lagen meist jenseits des Dreisat-
zes, und die aufgestellten Regeln erforderten didinebFormulierungs- und Leseklnste. Wirkli-
che Klarheit brachten erst die neuen Mittel nacB0l@lie Buchstabenrechnung, Funktionsbegriff
und -grafiken. Die erwdhnten Beispiele zeigen aweh etwas anderes: Sie wirken durchweg kon-
struiert und entsprachen hochst selten echtendanfoissen des taglichen Lebens. Es waren ,ein-
gekleidete Aufgaben“ mit aufgesetztem Lebenswelthez,Unterhaltungsmathematik (z.B.
Tropfke 1980), Umkehrprobleme oder ,Subwissensthafie es Jens Hgyrup (in Scholz 1990)
ausdrickt. Man achte das nicht gering: Der gigah&sAufschwung der mathematischen Theorie
im 17. Jahrhundert war nicht zuletzt Frucht einahdhaft renaissancehaften Lust am Rechnen-
kénnen. Als Keim der spateren Differentialrechnamgies sich schlie3lich die Idee, Eingangs-
und Ausgangsgrofen wenigstens lokal linear aufdieaau beziehen — nach dem Muster der
einstmals berihmten Regula falsi...

.. alle mebr 3ur erbebung des ver-
ftandts / als von nufy wegen gefchrie-
ben / will davumb fein bldden fopff
oarmit / als mit notdurfitiger ved-
nung / beladen haben...

Christoph Rudolff 1525
(nach Tropfke 1980, S. 526)
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M)

Anhang zur Numerik fxo)

Im Unterricht wird man sich mit konkreten Bei-
spielen begniigen und nur im Einzelfall prifen
was passiert, wenn die Funktiémicht linear

f(x)

ist. FUr den Lehrer sollten die folgenden Infor-

mationen trotzdem nitzlich sein:

N
Wir hatten die Regula falsi als Sekantenmetho- -
de formuliert: X1 X% Xo

f(xg) = f(x)
(1) X =Xt ————————= (X — Xq).
neu 1 f(x0) = f(xq) 2 1

Um den Effekt der Abweichung vom Linearen zu stretie vergleichen wir mit der Sekante(nfunktics(y)
und setzera := s(Xg) - f(x1), b := f(xg) - S(xo). Offenbar steckt dann imein Mal3 fur die Nichtlinearitat der

Aufgabe. Nach (1) gilt nun wegem: (f(x5) = f(x1)) = (xg = Xp) : (X9 = X9 (S. nachste Zeichnung)
= x1+;D(x2 - xl)++m
f(xp) = f(xg) f(xp) = f(xq)

X~ + b - .
0  Sekantensteigung

Xneu (X5 = Xq)

)

Der Naherungsfehler vax,, gegentber dem richtigeg ergibt sich also wohl aus dasb spielt aber seine
Rolle nur relativ zur Steilheit des Graphen bzw. Sekante.

Im Bild ist die Sekantensteigung etv%a, S0 das,e, Um etwa B rechts nebemwy liegt, und damit aul3erhalb

von [xl; xz]. In diesem Fall besteht kaum Hoffnung,durch weitere Iterationen zu finden — die Sekante
»merkt nichts* von Funktionsbuckeln.

Das spricht fur das urspringliche Verfahren derhidde des falschen Ansatzes (method of false pokitio
bei dem Startwerte und die Verbesserungen (nur[mi;sxz]) so ausgewahlt werden, dass ihre Funktions-

werte das verlangtix,) stets umrahmen. Auf diese Weise wird das Nahaintegvall [xl; x2] automa-
tisch verkleinert, und das Verfahren konvergieitdbetigent sicher.

Der Nachteil ist die langsame Konvergenz. Die Kogeazordnung ist allgemein nicht groRer als beilder
tervallhalbierung, nédmlicp = 1, wahrend sie beim Newton-Raphson- und auch g&fiensen-Verfahrep

= 2 betragt, beim Halley-Verfahren soges 3. Bei der Regula falsi in unser Form der ,Sekamtethode”,
die Inter- und Extrapolationen zulaf3t, ist immerpirF 1,618 (Goldener Schnitt!), wenn die Funktibhin-

reichend glatt ist und die Folge der Naherungsstetl, = x; + &, Uberhaupt konvergiert (wofr hinrei-
chend genau§Xx,) Indizien liefern). Dabei wird unter ,Konvergendmung“ — grob gesagt — dasverstan-
den, flr dasg,, 1 = Konst Dsnp ist, genauer (nach Kose u.a., S. 169f.): ein kagerges Iterationsverfah-

ren hat mindestens die Konvergenzordnpngvenn es eine passende Zalgibt, so dass fiir alle stets

Xn+1 - Xo| < ¢ 0%y - x|” gilt. Einzelheiten und Beweise findet man z.B. iedermann oder Stum-
mel/Hainer.
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